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Zadanie 2.
Czworokąt wypukły𝐴𝐵𝐶𝐷, w którym𝐴𝐵=𝐵𝐶 oraz kąt𝐴𝐵𝐶ma

miarę 60∘, jest wpisany w okrąg. Punkt 𝐾 jest środkiem krótszego
łuku 𝐴𝐶 tego okręgu. Punkty 𝐼, 𝐽 są odpowiednio środkami okrę-
gów wpisanych w trójkąty 𝐴𝐵𝐷 i 𝐶𝐵𝐷. Dowieść, że trójkąt 𝐼𝐽𝐾 jest
równoboczny.
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Rozwiązanie (Mikołaj Michalik, Warszawa)
Oznaczmy przez 𝑃 i 𝑄 odpowiednio punkty przecięcia półpro-

stych 𝐷𝐼 i 𝐷𝐽 z okręgiem 𝜔 opisanym na czworokącie 𝐴𝐵𝐶𝐷. Pół-
proste𝐷𝐼 i𝐷𝐽 to dwusieczne odpowiednio kątów 𝐴𝐷𝐵 i 𝐶𝐷𝐵, więc
𝑃 i 𝑄 to środki odpowiednio (krótszych) łuków 𝐴𝐵 i 𝐵𝐶 okręgu 𝜔.
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Zauważmy, że trójkąt 𝐴𝐵𝐶 jest równoboczny, więc

<)𝐵𝐷𝐽= 1
2
<)𝐵𝐷𝐶= 1

2
<)𝐵𝐴𝐶=30∘ .

Analogicznie uzasadniamy, że <)𝐵𝐷𝐼=30∘. Zatem łuki okręgu 𝜔,
na których oparte są kąty 𝐵𝐷𝐽 i 𝐵𝐷𝐼 są równej długości. Stąd wnio-
sek, że 𝑃𝐵=𝑄𝐵.

Z twierdzenia o trójliściu (p. komentarz niżej) wiemy, że 𝑃𝐼=𝑃𝐵
oraz 𝑄𝐽=𝑄𝐵. Wobec tego, skoro 𝑃𝐵=𝑄𝐵, to 𝑃𝐼=𝑄𝐽.

Ponadto krótsze łuki 𝑃𝐾 oraz 𝐾𝑄 okręgu 𝜔 są równej długości
(każdy z tych łuków ma długość równą 1

3 długości okręgu 𝜔), skąd
wynika, że 𝑃𝐾=𝑄𝐾.

Wreszcie <)𝐾𝑃𝐼=<)𝐾𝑄𝐽, jako kąty wpisane oparte na tym sa-
mym łuku 𝐾𝐷 okręgu 𝜔. Wobec tego trójkąty 𝐾𝐼𝑃 oraz 𝐾𝐽𝑄 są
przystające (cecha bok–kąt–bok), skąd wynika, że 𝐼𝐾=𝐾𝐽. Z przy-
stawania tego wnioskujemy także, że <)𝑃𝐾𝐼=<)𝑄𝐾𝐽. W związku
z tym otrzymujemy <) 𝐼𝐾𝐽=<)𝑃𝐾𝑄=60∘.

Trójkąt 𝐼𝐽𝐾 jest więc równoramienny i jeden jego kąt ma mia-
rę 60∘, jest więc to trójkąt równoboczny.

Komentarz
Niemal wszystkie przesłane rozwiązania wykorzystywały nastę-

pującą bardzo użytecznąwłasność środka okręguwpisanegow trój-
kąt, zwaną potocznie twierdzeniem o trójliściu:

Punkt 𝐼 jest środkiem okręgu wpisanego w trójkąt 𝐴𝐵𝐶. Półpro-
sta 𝐶𝐼 przecina okrąg 𝜔 opisany na trójkącie 𝐴𝐵𝐶 w punkcie 𝑀.
Wówczas 𝐴𝑀=𝐵𝑀=𝐼𝑀.
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Oto dowód tej własności.
Równość 𝐴𝑀=𝐵𝑀 wynika z tego, że 𝐶𝑀 jest dwusieczną kąta

𝐴𝐶𝐵, wobec czego punkt 𝑀 jest środkiem łuku 𝐴𝐵 (nie zawierają-
cego punktu𝐶) okręgu𝜔. Stąd cięciwy𝐴𝑀 i 𝐵𝑀 są równej długości.
Dalej zauważamy, że

<)𝐴𝐼𝑀=<) 𝐼𝐴𝐶+<) 𝐼𝐶𝐴=<) 𝐼𝐴𝐵+<)𝑀𝐴𝐵=<) 𝐼𝐴𝑀,
skąd wynika, że 𝐴𝑀=𝐼𝑀.

Zadanie rozwiązali: Kamil Adamczyk (Katowice), Andrzej Bur-
szewski (Warszawa), Zuzanna Gierej (Warszawa), Piotr Kucharczyk
(Kraków), Milena Kwiatkowska (Warszawa), Antoni Łuczak (Warsza-
wa), Jarosław Makucha (Kraków), Mikołaj Michalik (Warszawa), Ka-
tarzyna Pasierbiewicz (Lublin), Piotr Wielgolewski (Warszawa). Po-
nadto pięć osób przesłało niepoprawne lub niepełne rozwiązania.


